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1. 問題意識と⽬的 
 
 ⾃然界や⼈間社会において、空間的に⾮⼀様なパターンは多く存在する。例えば我々
⼈間の体内において起こる⼼臓の拍動や、熱帯⿂などの動物の表⽪に⾒られる⾮⼀様な
模様が該当する。この表⽪パターンは細胞同⼠の相互作⽤により⽣じるものだと現象論
的に考えられている。また社会問題に⽬を向けると、⾃動⾞の渋滞は交通流の⾮⼀様な
状態だと捉える事が出来るが、これも⾞同⼠の相互作⽤により⽣まれる現象である。こ
の様に個体同⼠の相互作⽤により⾃発的に⾮⼀様なパターンを⽣み出す現象を「⾃⼰組
織化」と呼ぶ。⾃⼰組織化による現象は多くの個体が絡み合う為、全ての個体を個々に
調べるだけでメカニズムの理解をするのは困難である。そこで数理モデルを⽤いて、現
象を体系的に理解することが試みられてきた。 
 数理モデルを⽤いた⾮⼀様なパターンに関する研究の代表的な例として、1952 年に
チューリングが発表した拡散誘導不安定性理論が挙げられるだろう。彼は拡散性の膜で
繋がっている複数個の細胞が円環状に並んでいる状況を想定した。各細胞内では反応を
促進する活性因⼦と、その反応を抑制する働きを持つ抑制因⼦が⽣成されているとする。
チューリングの時代、⼀般的にはこれらの反応物は拡散により空間内へと広がり、濃度
が空間⼀様になると考えられていた。しかしチューリングは、もし抑制因⼦の拡散速度
が活性因⼦の拡散速度よりも⼗分に速い場合では、⼀様な場合が不安定化し、細胞間の
物質濃度の差が⼤きくなるということを提案した。彼はこの拡散パラドクスとも⾔える
現象を、「反応拡散⽅程式」と呼ばれる微分⽅程式の安定性解析により⽰した。ここで、
チューリングが想定した様な円環状の細胞が動物の表⽪の⾊を決める細胞だとしよう。
⾊素を司る物質が活性因⼦によって⽣成されるとすると、拡散速度が適当であれば、円
環状に並べられた複数個の細胞は⾮⼀様な模様を形成するだろう。これにより、動物の
表⽪模様も同様の⾃⼰組織化によって現れるものだという現象論的な考察が成された。
この様にチューリングが提唱した反応拡散⽅程式の理論を発端に、⾃⼰組織化現象によ
るパターン形成の研究は⼤きく発展した。 
 ⼀⽅で、チューリングの理論を「フィードバック」という観点で表現出来る事が知ら
れている。チューリングは活性因⼦と抑制因⼦の変化に関する連⽴の反応拡散⽅程式を
⽤いた。しかし、活性因⼦の変化に関する１本の⽅程式に「⼤域的なフィードバック」
を与える形でもう１本の⽅程式を加える事で、チューリングの理論と同様の不安定性を
引き起こし、時間に対して定常的である空間⾮⼀様なパターンを発⽣させる事が出来る。
 2 
⼀⽅、時間に対して振動するパターンについても同様の理論を適⽤する事が出来る。振
動的なパターンを⽣み出すには最低でも２つの⽅程式が必要となる。この連⽴⽅程式に
加えて、活性因⼦に⼤域的なフィードバックを与える様に⽅程式を追加する事で、空間
⾮⼀様な振動パターンが現れる。この時の不安定性は、ウェーブ不安定性と呼ばれてい
る。この様に活性因⼦に作⽤する⼤域的なフィードバックを考える事で、⾮⼀様なパタ
ーンを⽣み出す不安定化が起こる。しかしこれらの不安定化理論だけでは複数のモード
が同時に不安定化してしまう為、どの様なモードのパターンが現れるか分からない。そ
こで加嶋らは、内在するパターンの中から所望したものを選択して安定的に引き出す⼤
域的フィードバック制御の理論を提案した。 
 さて、パターン形成や反応拡散系の実験的な研究も多く知られているが、その代表的
な例としてベローゾフ・ジャボチンスキー反応（BZ 反応）が挙げられるだろう。この
BZ 反応という名前は発⾒者のベローゾフと、この現象を発展させたジャボチンスキー
の名前に因んで付けられている。BZ 反応は振動する化学反応の⼀種で、適当な化学薬
品を組み合わせる事で酸化還元反応を周期的に繰り返す様⼦を観察できる。この振動の
様⼦は、酸化還元電位を測定する事で確認できるほか、溶液の⾊の変化によっても観察
する事が出来る。BZ 反応に⽤いる⾦属触媒は酸化状態と還元状態の時でその⾊を変え
るため、視覚的にも振動反応の様⼦を観察できる。また、この溶液を薄く広げたり、ろ
紙等に吸着させたりして上から観察する事で、化学進⾏波が周期的に発⽣し伝搬する様
⼦が⾒られ、⾮⼀様な空間パターンを観察出来る。BZ 反応は⽐較的簡単に実験を⾏う
事が出来る事から、化学振動やパターン形成のモデル実験として多く⽤いられている。 
 BZ 反応の理論的な研究としてはオレゴネーターと呼ばれる数理モデルに関するもの
が⼀つ挙げられる。BZ 反応には多くの化学反応が絡んでいるが、その中から主要な反
応を取り出したのがフィールド、ケレス、ノイエスらである。彼らはさらにその主要な
反応の中から、時間で変化する反応物を３つに絞り、3 成分の連⽴微分⽅程式で記述さ
れるオレゴネーターモデルを提案した。このオレゴネーターモデルは BZ 反応の振動の
様⼦や、⾮⼀様な空間パターンを数値的に再現する事が出来る。 
 さらに BZ 反応には光感受性という性質を持つ実験系がある。反応に⽤いる⾦属触媒
をルテニウムという光感受性を持つ化学薬品に代える事で、光によって振動が抑制され
る、化学進⾏波が消えるという現象を観察する事が出来る。この光感受性のメカニズム
については、光による反応で抑制因⼦に該当する物質が増えるという事が既に報告され
ている。 
 この様に BZ 反応はモデル実験としての扱いやすさや数理モデルでの考察ができる
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事、また光感受性という特性があることから、様々な制御系が考察されている。その中
でも、光刺激をフィードバックによって制御し、BZ 反応に⼤域的なフィードバックを
与えるという研究が知られている。特に 2000 年にエプスタインらのグループは⼤域的
な光フィードバックにより、BZ 反応の空間パターン上で定在波が現れたという実験を
報告している。 
 光フィードバックにより BZ 反応では定在波が⾒られることは実験的に報告されて
いるが、その数学的な理解は未だ不⼗分である。そこで我々は数理モデルによる理論的
な理解の為、オレゴネーターモデルに実験と同様な光フィードバックの効果を導⼊する
事で考察した。BZ 反応では光刺激は抑制因⼦を増やすため、フィードバックが抑制因
⼦に作⽤する⽅程式系を構築する必要がある。その結果、数理モデルでも定在波を数値
的に確認することが出来た。しかし、ウェーブ不安定性や加嶋らの議論の時には、フィ
ードバックが活性因⼦に作⽤する場合を考えていた為、状況が異なる。従って先⾏研究
を⽤いて定在波の発⽣を説明する事が出来ない。そこで、我々は次の⼆つの問題につい
て明らかにすることで、定在波が現れることへの理解を試みた。 
 
（１）結合振動⼦系モデルに単純化した場合において、逆相同期の発⽣起源を明らかに
する。 
（２）数理モデルで得られた結果が、実験的に⽭盾がないかを確認する。 
 
 まず（１）について、反応拡散⽅程式を差分化した状態は、複数個の振動⼦が拡散結
合している状況と捉える事ができる。よって結合した⼆つの振動⼦系は最も単純化した
空間パターンと捉える事ができる。拡散結合のみでは同相同期が起こる事が想像される。
しかし、フィードバックを与えることで逆相同期が起こり得るとすれば、これは結合振
動⼦系の⾮⾃明な問題としても捉える事が出来る。つまり、拡散とフィードバックの⼆
つのパラメータの競合による同期パターンの変化を明らかにすることは、結合振動⼦系
の問題としても興味深いものである。我々はこの問題について、数値分岐解析を⾏うこ
とで、分岐構造を明らかにすることを試みた。結果として、拡散によって逆相同期の発
⽣起源が異なるという事が明らかになったが、その構造を理解する上で分岐枝の
Reconnection が重要である事が分かった。また、同相同期と逆相同期の双安定領域は
拡散とフィードバックの競合によって変化するが、Reconnection により積極的にその
領域が変化する事が観察された。 
 ⼀⽅（２）では、数理モデルの結果が実験的に⽭盾なく再現できるのかを確かめた。
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BZ 反応の結合振動⼦系に光による⼤域的なフィードバックを与える実験システムを構
築する事で、数値計算結果で⾒られた分岐構造を再現する様な実験結果を得る事が出来
た。 
 本研究において、我々は BZ 反応への光フィードバックによって現れるダイナミクス
の変化について、結合振動⼦系の範囲で明らかにした。システムの構造を明らかにする
上で重要になったのは、拡散とフィードバックの⼆つのパラメータの競合による分岐構
造の変化である。BZ 反応の光フィードバック系の先⾏研究では、フィードバックに関
するパラメータによる変化のみに注⽬をしていた。しかし、抑制因⼦への⼤域的なフィ
ードバックを考える場合、拡散との競合にも注⽬する事でシステムの構造を明らかにす
る事が出来た。また、本論⽂では詳しく述べていないが、振動⼦を複数個並べた様な状
況について同様の分岐解析を⾏ったところ、同様の分岐構造の変化を確認出来た。よっ
て、この様な⼆つのパラメータについての分岐構造の調査は空間１次元や２次元の問題
を明らかにする⼿助けになるだろう。また、本研究では BZ 反応を⽤いたモデル実験に
おいて、⼤域的なフィードバックの構造を明らかにしたと⾔える。同様のフィードバッ
ク系を⾒つけ、我々が明らかにした理論を適⽤させていく事が、今後の課題として挙げ
られる。 
 
 
2. 各章の要約 
 
第２章 
 この章では BZ 反応の歴史や発展について簡単に紹介している。第３章の準備として
BZ 反応の数理モデルの構築⽅法や、光感受性が数理モデルでどの様に扱われてきたか
を紹介している。また、第４章の実験のために、BZ 反応の結合振動⼦系として扱われ
てきた溶液結合系の実験報告について紹介している。さらに、BZ 反応の光による⼤域
的なフィードバックとして発表された先⾏研究について、いくつか詳しく紹介している。
特に第３章で数理モデルを構築する為に、先⾏研究では光フィードバックの情報をどの
様に作り、光刺激を与えているかを紹介している。 
 
第３章 
 ⼤域的なフィードバックを導⼊した数理モデルとその数値計算結果について述べる。
その主な内容は以下の通りである。 
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• 抑制因⼦へのフィードバックによる逆相同期的な振動パターンの出現 
 まず我々は先⾏研究で⾒られた様な２次元空間における定在波の出現が、数理モデル
でも確認出来るのか、数値実験を⾏なった。反応拡散⽅程式の形にしたオレゴネーター
モデルに対して、抑制因⼦を増やす様に⼤域的なフィードバックの効果を導⼊した。第
２章で紹介した先⾏研究に倣い、フィードバックの情報は BZ 反応の状態を表す変数の
空間平均を元に、空間⼀様にフィードバック刺激を与える様に設計した。このモデルの
数値実験の結果として、２次元空間に定在波が発⽣する事を確認した。 
 さらに我々はこの定在波が現れる構造について詳しく調査するために、モデルを結合
振動⼦系に単純化する事で考察した。この結合振動⼦系の数値実験結果として、拡散と
フィードバックの組み合わせにより、同相同期と逆相同期の２通りの同期パターンが現
れた。ただし、拡散が⽐較的強い場合では、同相同期から逆相同期に遷移する際に、そ
の周期は逆相同期の⽅が２倍ほど⻑くなっている事が観察された。⼀⽅で、拡散が⽐較
的に弱い場合には逆相同期の⽅が現れる傾向があり、またその周期はフィードバックの
パラメータに依存して徐々に⻑くなる事が観察された。 
 
• 数値分岐解析 
 上述の様な同期パターンの変化について理解するために、数値分岐解析ソフトの
AUTO を⽤いて分岐解析を⾏なった。 
 まず同相同期は拡散のパラメータに依存せずに、フィードバックのパラメータがある
閾値を超えるまでは安定に存在していた。また、その閾値では周期倍分岐が起こってい
る事が確認された。この周期倍分岐点から伸びる分岐枝は不安定な逆相同期の枝である
が、拡散強度に依ってその伸び⽅が変化した。拡散が⽐較的に強い場合は、伸びた枝は
サドルノード分岐により安定な解の枝へと変化する。この枝が表す解が、周期が倍にな
った逆相同期である。⼀⽅、拡散が⽐較的に弱い場合には、不安定に伸びた枝はそのま
ま不安定に伸び続ける。この時、安定な逆相同期はどの様に存在しているかが疑問とし
て挙げられるが、逆相同期の枝は他の枝とは独⽴して存在していた。さらにフィードバ
ックのパラメータの広い範囲で安定に存在している事が分かった。 
 以上の解析より、拡散が⽐較的に強い場合には、逆相同期は同相同期の周期倍分岐に
よって⽣じたものである事が明らかになった。⼀⽅で、拡散が弱い場合には同相同期と
は独⽴して存在していた。つまり逆相同期は元々存在していたものである事が理解され
る。 
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• 分岐枝の Reconnection 
 分岐構造の変化について理解する上で、分岐枝の Reconnection が重要な構造である
ことを捉えた。この Reconnection とは、拡散とフィードバックの競合により⼆つの分
岐枝がお互いに近付き、拡散強度がある閾値を超えると分岐枝がお互いにつなぎ変えを
起こす現象である。この様な現象はある単純な⽅程式においても⾒られる分岐構造であ
る（付録に例を載せている）。 
 我々は拡散とフィードバックの⼆つのパラメータについての詳細な解析を⾏うこと
で、Reconnection が起こるという観察事実を捉えた。拡散が弱い場合から⼤きくした
時の変化について考えよう。この時、独⽴して存在する安定な逆相同期の枝と、周期倍
分岐点から伸びている不安定な枝は互いに近付く。拡散がある閾値を超えた時、⼆つの
枝はつなぎ変えを起こし、元々安定に独⽴して存在していた逆相同期の枝は周期倍分岐
点から伸びる様に変化した。また、この逆相同期の枝ではサドルノード分岐を持つこと
により、その安定性と存在領域が拡散を⼤きくすることで積極的に変化する。このこと
により、同相同期と逆相同期の双安定領域が Reconnection 後に⼤きく変化する事が明
らかになった。 
 
第４章 
 第３章で明らかになった分岐構造を実験的にも再現できるか、考察を⾏なった。具体
的には BZ 反応の結合振動⼦系に光による⼤域的なフィードバックを与えることを試
みた。またこの章では⼤きく分けて、実験システム、実験結果、考察の３つに分かれて
いる。 
 
• 実験システム 
 まず我々は BZ 反応の結合振動⼦系として、撹拌された溶液をポンプによって結合す
る系を⽤いた。撹拌された溶液内では⼀様に振動が起こるため、⼀つの BZ 反応の振動
⼦として捉える事ができる。また、⼆つの BZ 反応溶液を⽤意し、ポンプを介したチュ
ーブで溶液を繋げた。ポンプはこのチューブを使って溶液の汲み上げ・吐き出しを⾏う。
よって⼆つの溶液は互いの溶液を交換し合うことで結合する。またポンプの流量はツマ
ミにより調節出来るため、このシステムは結合強度を容易に変更する事が出来るという
⻑所を持つ。 
 光フィードバックのシステムを構築する上で、溶液の情報として酸化還元電位を⽤い
る事で実現した。BZ 反応の酸化還元電位は電極を適当に⽤いる事で簡単に計測する事
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が出来る。この電位データをプログラムにより光制御⽤のデータへと変換した。この時
の光制御データは⼆つの溶液の電位データを平均化したものに相当する様にした。制御
データを元に、LED ライトが⼆つの BZ 反応溶液に同じ強さの光を与える様にシステ
ムを構築する事で、数理モデルと同様のフィードバック系を実現した。 
 上 述 の ⼆ つ が 基 本 シ ス テ ム で あ る が 、 こ れ に 加 え て 我 々 は 各 溶 液 に
CSTR(Continuous-flow Stirred Tank Reactor)システムを導⼊した。通常、BZ 反応溶液
内の濃度は時間とともに変化し、いずれ還元状態か酸化状態のどちらかの定常状態に落
ち着いてしまう。しかし CSTR システムでは常に溶液を供給・排出することで、溶液内
の反応物の濃度を⼀定に保つ事が出来るので、システムを動かしている間は振動反応を
半永久的に⾒る事が出来る。これは数学的な理解としては、リミットサイクル上を常に
回り続ける振動⼦を観察出来るということである。このシステムを導⼊することのメリ
ットとして、⻑時間での実験が出来るので周期の変化や履歴現象の確認を⾏う事に適し
ている事が挙げられる。 
 
• 実験結果 
 実験では２種類の結合強度について⾏い、フィードバック演算のパラメータを変えた
時の同期パターンを観察した。 
 まず結合強度が強い時、フィードバックのパラメータが⼩さい場合から実験を⾏なっ
た。この時、同相同期が観察され、この状態を初期状態としてフィードバックパラメー
タを⼤きくした。するとある値を超えた時に同期パターンが逆相同期へと変化した。さ
らにこの逆相同期の周期は元の同相同期の周期の２倍に変化した事が観察された。また、
この逆相同期からフィードバックパラメータを⼩さくすると、今度は同相同期に戻る事
が観察された。このサイクルの中では、同相同期と逆相同期の両⽅が⾒られるパラメー
タが存在した。 
 ⼀⽅で結合強度が⼩さい時には、逆相同期を初期条件としてフィードバックパラメー
タの⼤きい値から⼩さくする事で変化を観察した。するとパラメータの⼩さい範囲まで
逆相同期が観察された。改めて同相同期を初期条件として、パラメータが⼩さい値から
始めると、ある閾値を超えた時に逆相同期へと変化する事が観察された。 
 
• 考察 
 実験結果をフィードバックパラメータと振動周期に関するグラフにプロットする事
で、数値計算で得られた結果と同様の分岐図を得る事が出来た。特に履歴現象のサイク
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ルが結合強度で異なることは、数理モデルにおいて⾒られた Reconnection による分岐
構造の変化を再現したと考えられる。 
 以上の様に、数理モデルの結果を実験的にも⽭盾なく再現する事が出来た。 
 
第５章 
 この章では、本論⽂の要約と結論について述べている。結論として、最初に我々が提
⽰した問いに対しての回答を述べた。また拡散とフィードバックによる⼆つのパラメー
タについて注⽬することの重要性について述べると共に、これを⽤いた今後の課題につ
いて簡単に述べている。 
 
付録 A 
 本論⽂で⽤いた分岐理論について詳しく紹介している。 
 
• ⼤域的なフィードバックによる反応拡散⽅程式の分岐理論 
 冒頭でも述べているが、反応拡散系におけるチューリング不安定性は、活性因⼦への
⼤域的なフィードバックについて考えることでも引き起こす事が出来る。そこで従来の
チューリング不安定性と⼤域的なフィードバックを与えた場合の不安定性が引き起こ
される条件について紹介している。また、振動性の反応拡散系への⼤域的なフィードバ
ックによるウェーブ不安定性についても、数理モデルにどの様な変化を加える事でその
不安定性が引き起こされるのかを述べている。 
 
• 不安全性を導⼊したピッチフォーク分岐 
 分岐枝の Reconnection が起こる簡単な例として、ピッチフォーク分岐の標準系に不
完全性パラメータと呼ばれる効果を導⼊した例を紹介した。 
 
付録 B 
 この付録では抑制因⼦へのフィードバックを他の⽅程式に適⽤した例として、フィッ
ツヒュー・南雲⽅程式に⽤いた場合について紹介している。フィッツヒュー・南雲⽅程
式はオレゴネーターモデルと同様の振動性のダイナミクスを持たせる事が出来るが、⼀
⽅で平衡点に対する周期軌道の対称性をパラメータによって変える事が出来る。よって
拡散とフィードバックに加えて、対称性についても注⽬して分岐解析を⾏った。 
 結果として、⾮対称性が強い場合にはオレゴネーターモデルの時と同様に同相同期と
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逆相同期が現れた。拡散強度に依存して逆相同期の出現の仕⽅が変わる事についても、
オレゴネーターモデルの時と同様であった。 
 ⼀⽅で対称性が強い場合には同相同期と逆相同期が現れるものの、分岐構造が⼤きく
異なる事が確認された。特に同相同期上における周期倍分岐が無くなり、同相同期と逆
相同期は拡散に依らず独⽴して存在している。 
 この例が⽰唆する事として、抑制因⼦へのフィードバック系においては対称性も重要
である、ということである。対称性が変化することがシステムにどの様な影響を与え、
分岐構造を変化させるのか。この問題は抑制因⼦へのフィードバックに関する調査とし
て、今後明かすべき問題と⾔えるだろう。 
